SERIES NUMERICAS E SERIES
DE POTENCIAS

TEORIA DA CONVERGENCIA






SERIES NUMERICAS E SERIES
DE POTENCIAS

TEORIA DA CONVERGENCIA

José Salazar



(©2026 José Salazar
Todos os direitos reservados.

Capa: José Salazar
ISBN: 9789403872704

Este livro foi produzido em
conformidade com as diretivas
GPSR da Unido Europeia
relativas & seguranga dos
produtos.

Este livro foi produzido e
publicado por 24bookprint.com.

Em caso de duvidas sobre a
seguranga do produto, contacte:

24bookprint.com
Delftsestraat 33
3013AE Rotterdam
Holanda

info@24bookprint.com



Conteudo

1 Séries de niimeros reais

1.1
1.2
1.3
14
1.5

1.6
1.7

1.8

1.9

1.10
1.11

1.12

Os Paradoxos de Zenao - o problema da flecha . . . 9
A divergéncia da série harménica . . . . . . ... L. 11
A definicio de série . . . . . ... ... 12
A condigao necessdria de convergéncia duma série . . 14
Séries redutiveis . . . . . . ..o 15
1.5.1 Séries geométricas . . . . . . . . ... .. .. 16
1.5.2  Séries telescépicas e de Mengoli . . . . . . . . 18
1.5.3 Exemplos e exercicios resolvidos . . ... .. 19
Exercicios propostos . . . . .. ... .. ... ... 23
Propriedades gerais das séries . . . . . ... .. ... 25
1.7.1 Exemplos de aplicagdo . . . . . . .. ... .. 26
1.7.2  Exercicios propostos . . . . . . .. ... ... 28
O Critério do Integral . . . . . ... ... ... ... 29
1.8.1 As séries de Dirichlet . . . . . ... ... ... 32
1.8.2 As séries de Bertrand . . . .. ... ... .. 33

Séries de termos nao negativos - critérios de comparagao 33
1.9.1 O Critério Geral de Comparagdo e um

Coroldrio . . . . ... .. ... ... ..., 34
1.9.2 Exemplos e exercicios resolvidos . . . . . . .. 38
1.9.3 Os Critérios de Cauchy, de d’Alembert e de

Raabe . . . .. ... ... . ... ... ... 42
Exercicios propostos . . . . . . ... ... ... 47
Convergéncia: Simples e Absoluta . . . . ... ... 51

1.11.1 O Critério de Leibniz e o Critério de Dirichlet 52
1.11.2 A divergéncia da série dos médulos quando é
assegurada pelos Critérios de Cauchy ou de

d’Alembert . . .. ... ... L. 58
1.11.3 Generalizacao da propriedade comutativa —
nota breve . . ... ... ... ... .. 59

Exercicios propostos . . . . . ... ... 60



2 Séries de Poténcias

2.1
2.2
2.3
24

A definigao e o estudo pelo critério da razdo . . . . . 61
O raio de convergéncia duma série de poténcias . . . 62
Exemplos e exercicios resolvidos . . . . . . . ... .. 62
Exercicios propostos . . . . . ... ... ... L. 66

3 A Série de Taylor de uma fungao

3.1
3.2

3.3

3.4
3.5

Definigoes e propriedade . . . . . . . ... ... ... 67
As funcgoes analiticas de base . . . ... .. ... .. 68
3.2.1 A série de Maclaurin de f(x) =€¢* . ... .. 69
3.2.2 A série de Maclaurin de f(x) =sinz . . . . . 70
3.2.3 A série de Maclaurinde y =cosx . . . . . . . 70
3.2.4 A série de Maclaurin de y = ﬁ ....... 71
3.2.5 A série de Maclaurin da fungao binomial . . . 71
3.2.6 Funcao analitica: defini¢ao e contraexemplo . 72
Derivagao e integracao termo a termo e unicidade dos

desenvolvimentos . . . . . .. ... oL 74
Exercicios resolvidos e anotacées . . . . . . ... .. 7
Exercicios propostos . . . . . ... . oL 85

Anexo A — Sucessoes de niimeros reais

Al Revisdo . ... ... ... ... 93
Al.1 Progressoes aritméticas . . . .. .. .. ... 94
Al1.2 Progressbes geométricas . . . . . . . . .. .. 95
A1.3 Limites - definicdo e propriedades . . . . . . 96
Al4 O ntimerode Neper . . ... ......... 100

A2 Complementos . . . ... ... ... ... ... .. 102
A2.1 Escala de Infinitamente Grandes . . . .. . . 102
A2.2 Comparacao de Infinitésimos . . .. ... .. 102
A2.3 Teoremas complementares de Cauchy . ... 103

A3 Questiondrio de revisao sobre sucessées . . . . . . . . 107

Anexo B — Sobre o Critério do Integral
Licao de 60 minutos . . . . . .. . .. ... ... 111

Referéncias 125



Prefacio

De entre os professores e alunos a quem devo gratidao,
trago para aqui dois nomes que, por razoes distintas,
simbolizam muito do que este livro lhes deve.

No mestrado em Anslise Funcional do IST, em 1998,
tive o Professor Jaime Campos Ferreira. As suas aulas
foram um exemplo raro de clareza, rigor e organizacao. Nas
longas demonstracoes escrevia no quadro com uma precisao
impressionante. Passo a passo, desenvolvia os argumentos, ia
apagando para ganhar espago, mas deixava sempre visiveis
as partes que mais adiante voltariam a ser utilizadas. Tudo
parecia cuidadosamente pensado mas, no entanto, tudo
decorria com uma naturalidade extraordindria. Formado
numa notdvel tradigao da escola matemédtica portuguesa,
consolidada a partir da década de 1940 e que teve em José
Vicente Gongalves e José Sebastiao e Silva duas das suas
figuras mais marcantes, Campos Ferreira e outros, deram
continuidade a uma escola em que também me formei. Foi
esse modo de ensinar, rigoroso e exigente, que procurei
trazer para as minhas aulas e para as muitas pdginas que fui
escrevendo ao longo dos anos.

No curso de Contabilidade do ISCAL, em 2011, tive o
aluno cabo-verdiano Luis Tavares. Numa prova de séries,
na matéria mais exigente, obteve a classificagdo méxima de
20 valores. Com uma limitacao visual acentuada, o Luis lia
os enunciados com os olhos quase colados ao papel e nunca
pediu facilidades. Mas o que mais me impressionava era a
forma como entendia a matéria e a explicava aos colegas.
Vi-o dizer-lhes que era preciso arrumar a matéria em pequenas
gavetas, para que, em cada exercicio, se abrisse a gaveta certa
e dela se retirasse a resposta que a questao exigia.

Ler um livro que tem muitas demonstragoes, como este,
exige mais de quem os l&, mas também lhes pode dar muito
mais. A heranga de rigor e exigéncia é o que sempre procuro
transmitir.






1 Séries de nimeros reais

1.1 Os Paradoxos de Zenao - o problema da
flecha

O filésofo grego Zendo de FEleia (495-435 a.C) colocou
aos matemdticos um conjunto de problemas que ficaram
conhecidos por Paradozos de Zenao, desencadeando uma, crise
no pensamento matemédtico do seu tempo e que perdurou
por mais de 2000 anos. Por exemplo, o problema da flecha
que para percorrer a distdncia do atirador ao alvo tem que
percorrer, primeiro metade dessa distancia, depois a nova
metade da distAncia em falta e, assim sucessivamente.

o - : —— :@
- + 4+ = 4+ -
2 8

Restando sempre novas metades para percorrer, como se
explica que a flecha atinja o alvo?

L

No final do séc XVII e inicio do séc. XVIII, os matematicos
concretizaram a generaliacao do conceito de soma, o resultado
da adicao, agora a um numero infinito de parcelas, criando
a teoria das Séries e resolvendo a contradi¢do. A distancia
percorrida pela flecha é obtida & custa de adicionar infinitas
parcelas passando a escrever-se:

1 1 1 1 1

-+ -F -+ =+ F=+...=1
2Jr4+8+16Jr Jr2"Jr

ou, mais abreviadamente

“+o0 1 n
> (2) -
n=1 2

Para os gregos, a materializacao do infinito ndao podia ser
considerada. Seria como igualar Deus ao Homem, uma
heresia! Do ponto de vista da Filosofia, depois de resolvido
o problema matemaético, passou a falar-se de infinito em
poténcia e infinito em ato. As infinitas metades do percurso
representam o infinito em poténcia e a soma de todas elas é
o infinito atualizado, acabado ou materializado.



O problema matemadtico resolve-se calculando o limite da
sucessao

1
S1 = §
_ 1,13
27 97T T
L1, T
% T 97T 1TRTR

Reparando que os termos de sucessio (s,) podem-se escrever
na forma
2m —1

2n

Sp =

chega-se ao limite 1:

1
lims":lim<l—2n):1—0:1

Nota 1.1

A defini¢do de série baseia-se na sucessdo das somas parciais
(sn), a que se chama sucessdo associada a série. Uma
vez que o limite desta sucessdo é finito, de acordo com a
defini¢ao adotada (a ver mais adiante), a série representada
pela expressao Z:g (%)n diz-se uma série convergente; as
parcelas do somatdério chamam-se os termos da série; ao valor
do lim,, 4o S, = 1 chama-se a soma da série:

SO

n=1

No problema da flecha, (s,) é uma sucessdo crescente e
limitada superiormente (majorada) por 1. O que se vai
adicionando ¢ uma quantidade cada vez mais pequena (tende
para zero) e tdo pequena que por mais parcelas que se
acrescentem o resultado é sempre inferior a 1. No entanto,
como veremos no exemplo que se segue, nao é o simples facto
de o termo geral tender para zero que faz com a série seja
convergente.
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1.2 A divergéncia da série harmdnica

Consideremos a seguinte sucessao de somas:

=1 *1—|—1 *1—|—1—|-1 *1—|—1+1+ +1
S§1 =1, S92 = 2, S§3 = 9 3,...,Sn— 973 n,...
Neste caso, (s,) também é monétona crescente e portanto
existe lim s,,, finito ou +o00 (na revisdo, A5, pag. 97). Vamos

ver (por exclusdo) que nao pode ser finito:

Se (s5,) convergisse para s € R entéo a subsucessao dos termos
de ordem par (s3,), também teria o mesmo limite (revisdo,
Ab) e ter-se-ia lim(sg, — $p) = s — s =0.

Ora, isto nao pode acontecer pois, So, — Sy, > %, Vn € N, como
se pode mostrar:

1 1 1
= cen >
52n = Sn n—|—1+n+2+ +n—|—n_
1 1 1 1
> + Fot - " _—- vneN
n+n n+n n+n n+n 2

Assim, a série representada por
“+ o0
E
n
n=1
¢ divergente, pois s, — +00.!

Nota 1.2

Estes 2 exemplos, de convergéncia e divergéncia, mostram
bem a importancia dos infinitésimos: na perspetiva dos
problemas colocados por Zenao desde que se somassem
infinitas parcelas o resultado deveria ser infinito. Nem
tanto, nem tao pouco, pois os infinitésimos nao sao todos de
desprezar — "com infinitésimos podemos obter oo”. Veremos
mais adiante que se lima, # 0 entdo a série é divergente
(condigao necessédria de convergéncia, Teorema 1.5, pag.14).

'Traduzindo em nimeros: de cada vez que se duplicam as parcelas o resultado
aumenta pelo menos 0.5. Consequentemente, quadruplicando as parcelas o
resultado aumenta pelo menos 1 unidade — com 4 parcelas o resultado é superior
a 2, com 16 parcelas é superior a 3, com 64 parcelas é superior de 4, etc. Assim,
podemos perceber ainda melhor porque razao s, — +oo.
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1.3 A definicao de série

Definicao 1.3 Dada uma sucessdo de nimeros reais (a,),
considere-se a seguinte sucessdo de somas parciais:

S1 = ay
So = a1+az
S, = a1+as—+...+an

Ao par de sucessoes (an, Sp)nen chama-se série. Os termos
de (a,) chamam-se termos da série. O termo geral é a,. A
sucessao (s,) € a sucessao associada & série.

— Se lims,, = s € R (finito) a série diz-se convergente com
soma s e se lims,, = +00 ou lim s,, = —oo entao a série diz-se
divergente infinita’; consoante o caso, podemos escrever:

—+o0 —+o0 —+o0
g ap =38 ou g ap = +00 ou E Ay = —00
n=1 n=1 n=1

— Se (s,,) ndo tem limite entao a série diz-se apenas divergente.

Questoes de linguagem:

Da expressao Z:zi an diz-se que € a expressao que representa,
ou define a série, no entanto, por uma questao de simplificacéo
de linguagem, é usual chamar-se série a prépria expressao do
somatorio. Alids, muitos autores fazem-no logo na definigao,
sem rodeios. Este procedimento, nao deixando de ser
criticavel, do ponto de vista formal, é inconsequente, uma vez
que, se é certo que se estd a definir um novo conceito, & custa
do que, afinal, é o que se quer definir (a adi¢do com infinitas
parcelas), também é verdade que logo se coloca o foco no
limite da sucessdo (s, ), e tudo segue em conformidade.

?Quando o lims, existe, mas é infinito (+oco ou —oo), hd autores que
consideram que a série nao tem soma e outros que consideram ter soma infinita
mas é apenas uma questao de linguagem, sem consequéncias no desenvolvimento
tedrico e pratico.
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Definicao alargada: A definicao de série pode estender-se
de modo a que o seu inicio possa ser em um qualquer p € Ny.
E - . sent +oo d . .

a série que se representa por Zn:p an, € onde a respetiva
sucessao associada passa a ser:

S1 = Qp
So = Gp+ Gpr1
Sp = Gptapy1+ ...+ Aprn—1

Mostra-se a seguir que a natureza duma série, convergente ou
divergente, nao depende de onde ela se inicia. Por isso, quando
apenas se quer referir a sua natureza, é usual representd-la

apenas por »_ .

s +oo +oo
Teorema 1.4 Qualquer quesejap €N, 3 Zjan e~ an
representam séries da mesma natureza.

Demonstragio: Se s, e s], s30 os termos gerais das sucessoes
associadas as séries Y% a, e Z::; a,, respetivamente,
tem-se,

/
Sp=ap+ar+..+a,-1 € S, =0ap+apr1+ ...+ Apip-1

sendo que s}, e s, diferem apenas dum nimero real; de facto,
podemos verificar que

s =s,— A+ B
com A=ap+a1+..+ap,1 € B=a,+apni1+...Fapip_1

onde tanto A como B se obtém através da adi¢do de um
nimero finito de parcelas, mais precisamente, p parcelas® e,
portanto, —A + B € R. Assim, se (s,) é convergente entao
também o é (s])) e vice-versa m

3No enunciado p é um inteiro qualquer, mas fixado previamente.
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