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Capitulo 1

Matrizes - generalidades

As matrizes sdo uma ferramenta importante da Algebra Linear, espe-
cialmente porque sao muito tteis na resolucao dos sistemas de equagoes
lineares, como veremos no Capitulo 3. Além da sua utilidade no es-
tudo deste tipo de sistemas, as matrizes aparecem de forma natural em
geometria, estatistica, economia, fisica, etc. Atualmente a teoria das
matrizes é ampliamente utilizada na informatica. De facto, o uso das
matrizes constitui uma parte essencial das linguagens de programagao,
uma vez que a maioria dos dados sao introduzidos nos computadores

como tabelas organizadas em linhas e em colunas.

A utilizacao de tabelas de nimeros, para a resolucao de sistemas de
equagoes lineares, foi encontrada em varios textos chineses escritos entre
os séculos X a IT a.C. Ao longo dos séculos, foram feitos desenvolvimentos
valiosos neste campo, muito especialmente nos séculos XVIII e XIX.
Destacamos, em particular, os matemaéaticos Leibniz, Cramer, Cayley,
Hermite, Jacobi, mas muitos outros tiveram contribuicoes importantes.
No entanto, o termo “matriz” apareceu pela primeira vez em 1850 e foi
introduzido pelo algebrista inglés J. J. Sylvester. E a notagdo moderna
A = [a;4] foi introduzida por C. E. Cullis em 1913.

1.1 Definicoes basicas e exemplos
Ao longo deste livro, R denotard o conjunto dos niimeros reais e os seus
elementos serao designados por escalares. Usamos ainda N e Ny para

denotar os niimeros naturais e os niimeros naturais com o zero

N=1{1,2,3,...}, Ng={0,1,2,3,...} = NU{0}.
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Além disso, R™ denota o conjunto dos n-uplos de niimeros reais

R™ ={(a1,a2,...,a,) : a1, as,...,a, € R}.

Definicao. Chama-se matriz de tipo mxn, sobre R, a um qua-
dro/tabela com m - n elementos em R, ditas entradas, dispostos em
m linhas e n colunas:

aip a2 a3 ... Qin
a1 Q22 A3 ... Q2

A=]0631 @32 0433 .- 3n| = [ailmxn-
aAml Am2 am3 ... amnp

O escalar a;; ou A;; designa a entrada ou o elemento (i, j)

de A.
e O n-uplo L; = (a;1,a52,...,a;) € R designa a linha i de A.
e O m-uplo C; = (aij,asj,...,am;) € R™ designa a coluna j de
A.

O conjunto de todas as matrizes de tipo mxn com entradas em
R é, usualmente, denotado por M, x,(R) ou por R™*".

Exemplo 1.1. (a) Consideremos a matriz A = [_11 _52 g]

A é uma matriz de tipo 2x3 — tem 2 linhas e 3 colunas.
Portanto A € May3(R).
Temos, por exemplo, a13 =0, as; = —1 e asz = 3.
A linha 1 e a coluna 2 sdo respetivamente:
L1 =(1,-2,0) e R? e Oy =(-2,5) € R2

(b) Consideremos a matriz A = [3].
Esta matriz é de tipo 1x1, ou seja A = [3] € M1 (R).
S6 tem uma entrada: aq; = 3.

S6 tem uma linha e uma coluna: Ly = (3) = Cy € R.

As matrizes aparecem em varias formas: retangulares ou quadradas de-
pendendo do ntmero de linhas e de colunas.
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Definigao. Seja A = [a;;] € My xn(R).
e Se m # n a matriz A diz-se retangular.
e Se m = n a matriz diz-se quadrada de ordem n.

e Se todas as entradas da matriz A forem nulas, i.e. se a;; = 0
para todos i, j, entdo A diz-se a matriz nula de tipo m x n:

00 ... 0
00 ... 0

A= - .| = Omxn-
00 ... 0

Se m = n escreve-se, simplesmente, 0, em vez de 0y, x,-

e A diz-se uma matriz linha se tiver uma tunica linha, ou seja
se m = 1.

e A diz-se uma matriz coluna se tiver uma tunica coluna, ou
seja se n = 1.

Exemplo 1.2.
2 -1 0
() A=| 3 0 3 |€ Msxs(R) - matriz quadrada de ordem 3.
2
5 1 =5
3

= O

(b) B = E \_/% } € Myy3(R) - matriz retangular de tipo 2 x 3.
(c) C=1[2 0 =3 15] € Myx4(R) - matriz linha de tipo 1 x 4.
2

(d) D= |-3| € M3x1(R) - matriz coluna de tipo 3 x 1.
0

O conceito de igualdade de matrizes é o esperado.
Definicao. Duas matrizes A = [ajj]mxn € B = [Dijlmxn do mesmo
tipo m x n dizem-se iguais, e escreve-se A = B, se todas as entradas

correspondentes (ou elementos homdélogos) forem iguais, i.e. se

a;j = b;; para todosi € {1,...,m}, je€{l,...,n}.
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Exemplo 1.3.

(a) As matrizes do Exemplo 1.2 s@o todas distintas porque sao matri-
zes de tipo diferente.

(b) Sejam A = {_24 g Efj e B = [_24 g é . As matrizes A e B

sdo do mesmo tipo, mas temos a13 = 0 # 1 = b3, logo A # B.

3
(c) Sejam A = { 2 sen(7r/2)] e B= { 8 1 } As matrizes A

cos(m) 0 -1 Inl
e B sdo do mesmo tipo e sdo iguais porque: a;; = 2% = 8 = by,
a1p = sen(7r/2) =1= b12, a1 = COS(?T) =-1= bgl € a2 = 0=
Inl= b22.

Matrizes quadradas:

Vamos supor m = n. As matrizes quadradas admitem as seguintes
classificacoes.

Definicao. Seja A € M,,«»,(R) uma matriz quadrada de ordem n:

ajl a2 a3 ... Qip
az1 Q22 G23 ... dA2p
A= |03 @32 433 ... 03n| = [g;|pxn.
Gpl anp2 Gp3 ... dapnp
e As entradas a1y, a2, ass, ..., an, constituem a diagonal

principal da matriz A.

e Se todas as entradas acima da diagonal principal forem nu-
las, i.e. se a;; = 0 para i < j, a matriz A diz-se triangular

wnferior:
ail 0 0 600 0
as1 a2 0 0
A= |a31 a3z azz ... O
apl Gp2 ap3 ... Qpp
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e Se todas as entradas abaixo da diagonal principal forem nu-
las, i.e. se a;; = 0 para ¢ > j, a matriz A diz-se triangular
superior:

ayp a2 a3 ... Qin

0 a2 a23 ... Q92n

A= 0 0 asz ... Qazn
0 0 0 ... am

Se todas as entradas acima e abaixo da diagonal principal
forem nulas, i.e. se a;; = 0 para ¢ # j, a matriz A diz-se
diagonal:

ail 0 0 0
0 as9 0 0

A= 0 0 ass ... 0 = diag(au, ao, . .. ,ann).
0 0 0 ... apn

Uma matriz diagonal com todas as entradas da diagonal prin-
cipal iguais diz-se uma matriz escalar, ou seja uma matriz
escalar tem a forma

A = diag(a, a, ..., a)y.
Em particular, se a = 1 a matriz A = diag(1, 1, ...,1),, é conhe-

cida por matriz identidade de ordem n. Neste caso, é mais
comum usarmos a notagao I, em vez de diag(1,1,...,1),.

Exemplo 1.4.

(a) A=

(c) A= _O
0

5 0 0

1 2 0 | -¢é uma matriz triangular inferior.

1 0 -3

N

(b) A= 0 2 1 | -éuma matriz triangular superior.

0 0 172

-1 0 0
2 0] =diag(—1,2,0) - é¢ uma matriz diagonal.
00
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5 0 0

(d) A= |0 5 0| =diag(5,5,5) - é uma matriz escalar.
00 5
1 0 - .

(e) I, = 0 1l- matriz identidade de ordem 2;
100

I3= {0 1 0] - matriz identidade de ordem 3.

0 01

Exercicios resolvidos:

1.1.1 . Considere as seguintes matrizes:

1 -1 01 300
Aj=|2 1 1 0],A4,=1[0 2 0], A43=[-3 1 4 1],
-1 1 31 0 01
E o000 , [1¢
A4: -1 5A5:[2]5A6: 7A7: 25 )
9 0 0 00O 3 6
- 0 0 0O
0 0 0
10 1 3 1 00
Ag= 11 0 0,A9={ },Al():{ },An:{ ]>
2 4 0 0 1 0 2 3 20
1
2 0
Al = ,Aiz=1[1 0 0], Aiu= |0].
0 3
0
Indique

(a) O tipo de cada matriz;

(b) Quais as matrizes que sdo quadradas;

(c) Quais as matrizes que sdo triangulares superiores ou inferiores;
(d) Quais as matrizes que sdo diagonais;

(e) Quais as matrizes que sdo escalares.
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