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Lista de śımbolos vii

1 Matrizes - generalidades 1

1.1 Definições básicas e exemplos . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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1.3 Exerćıcios aplicados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

Resoluções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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2.6 Exerćıcios aplicados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

Resoluções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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3.4 Resolução simultânea de sistemas . . . . . . . . . . . . . . 117
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Caṕıtulo 1

Matrizes - generalidades

As matrizes são uma ferramenta importante da Álgebra Linear, espe-
cialmente porque são muito úteis na resolução dos sistemas de equações
lineares, como veremos no Caṕıtulo 3. Além da sua utilidade no es-
tudo deste tipo de sistemas, as matrizes aparecem de forma natural em
geometria, estat́ıstica, economia, f́ısica, etc. Atualmente a teoria das
matrizes é ampliamente utilizada na informática. De facto, o uso das
matrizes constitui uma parte essencial das linguagens de programação,
uma vez que a maioria dos dados são introduzidos nos computadores
como tabelas organizadas em linhas e em colunas.

A utilização de tabelas de números, para a resolução de sistemas de
equações lineares, foi encontrada em vários textos chineses escritos entre
os séculos X a II a.C. Ao longo dos séculos, foram feitos desenvolvimentos
valiosos neste campo, muito especialmente nos séculos XVIII e XIX.
Destacamos, em particular, os matemáticos Leibniz, Cramer, Cayley,
Hermite, Jacobi, mas muitos outros tiveram contribuições importantes.
No entanto, o termo “matriz” apareceu pela primeira vez em 1850 e foi
introduzido pelo algebrista inglês J. J. Sylvester. E a notação moderna
A = [aij ] foi introduzida por C. E. Cullis em 1913.

1.1 Definições básicas e exemplos

Ao longo deste livro, R denotará o conjunto dos números reais e os seus
elementos serão designados por escalares. Usamos ainda N e N0 para
denotar os números naturais e os números naturais com o zero

N = {1, 2, 3, . . .} , N0 = {0, 1, 2, 3, . . .} = N ∪ {0}.



1.1. Definições básicas e exemplos

Além disso, Rn denota o conjunto dos n-uplos de números reais

Rn = {(a1, a2, . . . , an) : a1, a2, . . . , an ∈ R} .

Definição. Chama-se matriz de tipo m×n, sobre R, a um qua-
dro/tabela com m · n elementos em R, ditas entradas, dispostos em
m linhas e n colunas:

A =



a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
a31 a32 a33 . . . a3n
...

...
...

...
am1 am2 am3 . . . amn


 = [aij ]m×n.

• O escalar aij ou Aij designa a entrada ou o elemento (i, j)
de A.

• O n-uplo Li = (ai1, ai2, . . . , ain) ∈ Rn designa a linha i de A.

• O m-uplo Cj = (a1j , a2j , . . . , amj) ∈ Rm designa a coluna j de
A.

• O conjunto de todas as matrizes de tipo m×n com entradas em
R é, usualmente, denotado por Mm×n(R) ou por Rm×n.

Exemplo 1.1. (a) Consideremos a matriz A =

[
1 −2 0
−1 5 3

]
.

A é uma matriz de tipo 2×3 – tem 2 linhas e 3 colunas.

Portanto A ∈ M2×3(R).

Temos, por exemplo, a13 = 0, a21 = −1 e a23 = 3.

A linha 1 e a coluna 2 são respetivamente:

L1 = (1,−2, 0) ∈ R3 e C2 = (−2, 5) ∈ R2.

(b) Consideremos a matriz A = [ 3 ].

Esta matriz é de tipo 1×1, ou seja A = [ 3 ] ∈ M1×1(R).

Só tem uma entrada: a11 = 3.

Só tem uma linha e uma coluna: L1 = (3) = C1 ∈ R.

As matrizes aparecem em várias formas: retangulares ou quadradas de-
pendendo do número de linhas e de colunas.
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Caṕıtulo 1. Matrizes - generalidades

Definição. Seja A = [aij ] ∈ Mm×n(R).

• Se m �= n a matriz A diz-se retangular .

• Se m = n a matriz diz-se quadrada de ordem n.

• Se todas as entradas da matriz A forem nulas, i.e. se aij = 0
para todos i, j, então A diz-se a matriz nula de tipo m× n:

A =



0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 0


 = 0m×n.

Se m = n escreve-se, simplesmente, 0n em vez de 0n×n.

• A diz-se uma matriz linha se tiver uma única linha, ou seja
se m = 1.

• A diz-se uma matriz coluna se tiver uma única coluna, ou
seja se n = 1.

Exemplo 1.2.

(a) A=


 2 −1 0

3 0 1
2

−2
3 1 −5


∈ M3×3(R) - matriz quadrada de ordem 3.

(b) B =

[
2 −1 0

3
√
2 1

2

]
∈ M2×3(R) - matriz retangular de tipo 2× 3.

(c) C =
[
2 0 −3 15

] ∈ M1×4(R) - matriz linha de tipo 1× 4.

(d) D =


 2
−3
0


 ∈ M3×1(R) - matriz coluna de tipo 3× 1.

O conceito de igualdade de matrizes é o esperado.

Definição. Duas matrizes A = [aij ]m×n e B = [bij ]m×n do mesmo
tipo m×n dizem-se iguais, e escreve-se A = B, se todas as entradas
correspondentes (ou elementos homólogos) forem iguais, i.e. se

aij = bij para todos i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}.
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Exemplo 1.3.

(a) As matrizes do Exemplo 1.2 são todas distintas porque são matri-
zes de tipo diferente.

(b) Sejam A =

[
2 3 0
−4 2 5

]
e B =

[
2 3 1
−4 2 5

]
. As matrizes A e B

são do mesmo tipo, mas temos a13 = 0 �= 1 = b13, logo A �= B.

(c) Sejam A =

[
23 sen(π/2)

cos(π) 0

]
e B =

[
8 1
−1 ln 1

]
. As matrizes A

e B são do mesmo tipo e são iguais porque: a11 = 23 = 8 = b11,
a12 = sen(π/2) = 1 = b12, a21 = cos(π) = −1 = b21 e a22 = 0 =
ln 1 = b22.

Matrizes quadradas:

Vamos supor m = n. As matrizes quadradas admitem as seguintes
classificações.

Definição. Seja A ∈ Mn×n(R) uma matriz quadrada de ordem n:

A =



a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
a31 a32 a33 . . . a3n
...

...
...

...
an1 an2 an3 . . . ann


 = [aij ]n×n.

• As entradas a11, a22, a33, . . . , ann constituem a diagonal
principal da matriz A.

• Se todas as entradas acima da diagonal principal forem nu-
las, i.e. se aij = 0 para i < j, a matriz A diz-se triangular
inferior :

A =



a11 0 0 . . . 0
a21 a22 0 . . . 0
a31 a32 a33 . . . 0
...

...
...

...
an1 an2 an3 . . . ann


 .
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• Se todas as entradas abaixo da diagonal principal forem nu-
las, i.e. se aij = 0 para i > j, a matriz A diz-se triangular
superior :

A =



a11 a12 a13 . . . a1n
0 a22 a23 . . . a2n
0 0 a33 . . . a3n
...

...
...

...
0 0 0 . . . ann


 .

• Se todas as entradas acima e abaixo da diagonal principal
forem nulas, i.e. se aij = 0 para i �= j, a matriz A diz-se
diagonal :

A =



a11 0 0 . . . 0
0 a22 0 . . . 0
0 0 a33 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . ann


 = diag(a11, a22, . . . , ann).

• Uma matriz diagonal com todas as entradas da diagonal prin-
cipal iguais diz-se uma matriz escalar , ou seja uma matriz
escalar tem a forma

A = diag(a, a, ..., a)n.

Em particular, se a = 1 a matriz A = diag(1, 1, ..., 1)n é conhe-
cida por matriz identidade de ordem n. Neste caso, é mais
comum usarmos a notação In em vez de diag(1, 1, ..., 1)n .

Exemplo 1.4.

(a) A =


5 0 0
1 2 0
1 0 −3


 - é uma matriz triangular inferior.

(b) A =



√
2 −1 4
0 2 1
0 0 1/2


 - é uma matriz triangular superior.

(c) A =


−1 0 0

0 2 0
0 0 0


 = diag(−1, 2, 0) - é uma matriz diagonal.
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(d) A =


5 0 0
0 5 0
0 0 5


 = diag(5, 5, 5) - é uma matriz escalar.

(e) I2 =

[
1 0
0 1

]
- matriz identidade de ordem 2;

I3 =


1 0 0
0 1 0
0 0 1


 - matriz identidade de ordem 3.

Exerćıcios resolvidos:

1.1.1 . Considere as seguintes matrizes:

A1 =


 1 −1 0 1

2 1 1 0
−1 1 3 1


, A2 =


3 0 0
0 2 0
0 0 1


, A3 =

[−3 1 4 1
]
,

A4 =


 1
−1
2


, A5 =

[
2
]
, A6 =



0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


, A7 =


1 4
2 5
3 6


,

A8 =


0 0 0
1 0 0
2 4 0


, A9 =

[
1 0
0 1

]
, A10 =

[
1 3
0 2

]
, A11 =

[
1 0 0
3 2 0

]
,

A12 =

[
2 0
0 3

]
, A13 =

[
1 0 0

]
, A14 =


10
0


.

Indique

(a) O tipo de cada matriz;

(b) Quais as matrizes que são quadradas;

(c) Quais as matrizes que são triangulares superiores ou inferiores;

(d) Quais as matrizes que são diagonais;

(e) Quais as matrizes que são escalares.
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